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Работа посвящена теоретическому изучению величины деструктивного влияния на нормальные ткани 
организма инфракрасным излучением, выходящим за пределы обрабатываемого патологического очага. Такая 
ситуация возможна при сверхдлительном воздействии прямого лазерного излучения на биоткани. Решением 
этой проблемы может служить равномерное распределение тепла внутри объема через опосредованное нагре-
вание жидкости, что способствует минимальному повреждению перифокальных структур. Представлена не-
стационарная теплофизическая модель процесса распространения тепла в биотканях, позволяющая проводить 
исследования передачи энергии от внутреннего жидкого содержимого кисты Бейкера, нагреваемого инфра-
красным лазерным излучением заданной удельной мощности, через определенную толщину ее стенки к окру-
жающим биологическим тканям. Расчет пространственно-временного распределения температуры в стенке 
кисты и окружающей жировой ткани осуществляется конечно-разностным методом. Время эффективного воз-
действия температуры на всю толщину стенки кисты оценивалось достижением 55 °С на ее наружной поверх-
ности. Безопасность процедуры обеспечивает длительность экспозиции данной величины не более 10 секунд. 

В результате проведенных вычислений установлено, что имеются несколько режимов работы хирургиче-
ского лазера, соответствующих всем требованиям безопасности при одновременной эффективности процеду-
ры. Локальная односторонняя гипертермия синовиальной оболочки и последующая коагуляция всей толщины 
стенки за счет переноса тепла способствуют ликвидации полостного новообразования подколенной области. 
При ее толщине 3 мм удовлетворительным является режим нагрева, при котором время воздействия длится 
около 200 секунд, а удельная мощность лазерного излучения во внутренней среде жидкостного содержимого 
кисты Бейкера составляет примерно 1 Вт/г.  

 

Ключевые слова: математическая аналогия, биологическая ткань, теплопередача, теплоемкость, киста 
Бейкера, моделирование процесса, термокоагуляция 
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The work is devoted to the study of the theoretical value of destructive influence on normal tissues of an organism 

by infrared radiation that goes beyond the treated pathological focus. This situation is possible if the direct laser radia-
tion on the tissues is extremely long-acting. The solution to this problem can be the uniform distribution of heat inside 
the volume through indirect heating of the liquid, which contributes to minimal damage to the perifocal structures. 
A non-stationary thermophysical model of the process of heat propagation in biological tissues is presented, allowing 
to carry out studies of energy transfer from internal liquid contents of Baker's cyst heated by infrared laser radiation of 
a given specific power through a certain thickness of its wall to surrounding biological tissues. Calculation of the space-
time temperature distribution in the cyst wall and surrounding fat tissue is carried out by the finite-difference method. 
The time of effective exposure to temperature on the entire thickness of the cyst wall was estimated to be 55 ° C on its 
outer surface. The safety procedure ensures the exposure duration of this value is not more than 10 seconds. 

As a result of the calculations carried out, it is established that there are several operating modes of a surgical la-
ser that meet all the safety requirements with a simultaneous effective procedure. Local one-sided hyperthermia of the 
synovial membrane and subsequent coagulation of the entire wall thickness due to heat transfer contributes to the elim-
ination of the cavity neoplasm of the popliteal region. With a thickness of 3 mm, the heating mode is satisfactory, un-
der which the exposure time lasts about 200 seconds, and the specific power of the laser radiation in the internal medi-
um of the liquid contents of the Baker cyst is approximately 1. 
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Рис. 1. Поперечный срез  
стенки кисты Бейкера  
и окружающих тканей 

Современную амбулаторную хирургию невозможно себе представить без малоинвазивных 
термодеструктивных вмешательств, направленных на ликвидацию патологических тканей. 
Здесь можно выделить два типа вмешательств: криовоздействие, основанное на применении 
низких температур [Гарюк, 2016; Mahmudovich, 2016], и, в противоположность ему, хирургию 
высоких температур.  

Наиболее известными способами локального нагрева являются лазерное и электротерми-
ческое воздействие. Открытые и визуально контролируемые операции, проводимые с примене-
нием ИК-лазеров, бескровны и безболезненны. Однако ситуация на сегодняшний день такова, 
что внедрение новых технологий интерстициального воздействия на биоткани значительно 
опережает накопление фундаментальных знаний о вызываемых теплофизических и биологиче-
ских процессах [Галиулин, 2016; Kumar, 2016]. Это ограничивает применение локального на-
грева и не позволяет получить оптимальный эффект в медицинской практике при отсутствии 
рисков нежелательных последствий. В настоящее время идет активный набор эксперименталь-
ных данных по изменению свойств биотканей полостных образований. При этом в качестве 
теплоносителя применяется собственный экссудат или введенная извне жидкость. Применение 
лазеров «водопоглащающего» спектра в водной среде ограничит фотодеструктивное действе 
лазерного излучения за счет высокой степени поглощения, которое, в свою очередь, повысит 
КПД нагрева теплоотдающей среды [Чудновский, 2016].  

Однако до сих пор неизвестными остаются необходимая удельная мощность лазерного из-
лучения и скорость нагрева теплонесущей жидкости, достаточной для необратимой коагуляции 
всех слоев капсулы образования. В то же время требуется максимально щадящий тепловой ре-
жим для близкорасположенных анатомических структур. 

Цель данной работы — смоделировать термодинамические 
процессы, происходящие при термическом одностороннем  
равномерном нагреве соединительных тканей кисты Бейкера, 
и продемонстрировать, что такой метод позволяет количествен-
но и качественно предсказать поведение неизмененных окру-
жающих кисту тканей в том или ином режиме локального гид-
ротермического нагрева. 

Предположено, что внутрь кисты с толщиной стенки 
δ1 = 3 мм вводится термонесущая жидкость (вода) с начальной 
температурой T = 297 K (24 °С), которая затем нагревается ин-
фракрасным лазерным излучением (λ = 1.47 мкм) до температу-
ры коагуляции биотканей, равной 343 K (70 °С). Снаружи киста 
окружена жировой тканью толщиной δ2 = 7 мм. Для наглядности 
предлагаемой модели на рис. 1 представлен срез кисты Бейкера, 
взятый из работы [Determination of the Factors…, 2012] и адапти-
рованный к теме данной статьи. 

Для практических задач термохирургии требуется опреде-
лить время, необходимое для прогрева стенки кисты при разных 
объемах термонесущей жидкости (2, 5, 10 мл) и мощностях ла-
зерного излучения (2, 5, 10 Вт) при условии, что температура 
жировой ткани в месте контакта не будет превышать 56–58 °С в течение 10 секунд с момента 
достижения температуры коагуляции коллагена на внутренней поверхности кисты. Это время 
необходимо для предотвращения запуска необратимых процессов в биотканях, поскольку 
в жировой клетчатке располагаются большеберцовый и общий малоберцовый нервы, а также 
поколенная вена и артерия, прилегающие к капсуле коленного сустава [Петровский, 1974]. 

Ввиду сложности исходной теплофизической задачи ее общее решение можно разбить на 
два этапа с различными упрощающими допущениями.  

Известно, что эффект теплового воздействия на биоткань зависит от пространственно-
временной динамики изменения ее температуры в процессе нагрева. В нашем случае эта дина-
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мика будет определяться в основном длительностью нагрева термонесущей жидкости. Поэтому 
на первом этапе рассмотрим процесс нагрева жидкости массой fm  и удельной теплоемко-
стью pfc  от начальной температуры 0 fT  до температуры коагуляции коллагена cogT  (70 °С). 

Согласно закону сохранения энергии для введенного внутрь кисты объема жидкости мож-
но записать так: 

 0 ,f
pf f

T
c m P Qτ

∂
= −

∂τ
  (1) 

где Р0 — мощность подводимого лазерного излучения, Q qSτ =  — тепловой поток через внут-
реннюю поверхность стенки кисты, ограничивающую данный объем жидкости, q  — плотность 
теплового потока, S — площадь поверхности. 

Допустим, что нагрев осуществляется равномерно по всему объему жидкости, т. е. пред-
полагаем, что процесс локального поглощения излучения лазера сопровождается интенсивным 
конвективным перемешиванием. Тогда скорость изменения температуры жидкости будет равна 

 0 .f
T

pf f

T P Q
c m

τ
∂ −

υ = =
∂τ

  (2) 

Величина ,Qτ  входящая в соотношение (2), на данном этапе решения задачи не поддается 
определению, поскольку зависит от геометрии полости (площади поверхности) и плотности 
теплового потока в окружающую ее стенку, который, в свою очередь, зависит от температурно-
го напора и коэффициента теплоотдачи α по закону 

( ).fq T T= α −  

Коэффициент теплоотдачи — сложная величина, и ее невозможно определить общей фор-
мулой. Обычно α находится экспериментально.  

Однако, учитывая небольшую теплопроводность стенки кисты, можно с высокой долей 
вероятности предположить, что в процессе нагрева термонесущей жидкости температура по-
верхности стенки кисты будет мало отличаться от температуры жидкости. Кроме того, в пер-
вом приближении будем считать, что эта температура изменяется во времени по линейному 
закону. Тогда время, необходимое для нагрева термонесущей жидкости от начальной темпера-
туры 0 fT  до температуры ,cogT  можно оценить по формуле 

 0( )
,pf cog f

c
m

c T T
P
−

τ =   (3) 

где 0m fP k P m= ⋅  — удельная мощность источника тепла [Вт/кг], которая расходуется только 
на нагрев заданной массы жидкости. Это время τc  в дальнейшем будем называть временем 
воздействия. 

Поправочный коэффициент определяется соотношением 

 0

0

,
P Q

k
P

τ
−

=   (4) 

где τ
τ

= ∫
τ

ττ
dQQ

c

c 0

1  — средний за время воздействия тепловой поток, который учитывает до-

лю мощности лазерного излучения, идущего на нагрев окружающих жидкость биотканей.  
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Рис. 2. Геометрическая и теп-
лофизическая модель объекта 

«стенка кисты – жировая 
ткань»: δ1 и λ1 — толщина 

и теплопроводность стенки кис-
ты, δ2 и λ2 — толщина и тепло-
проводность стенки жировой 

ткани, q — плотность теплового 
потока, Тс1, Тс2, Тс3 — темпера-

тура на границах модели 

На втором этапе решения задачи рассчитаем нестационар-
ные температурные поля ( ),T x τ  в системе «стенка кисты – жи-
ровая ткань» (рис. 2) и плотность теплового потока q  на грани-
це х = 0 в предположении, что изменение температуры на внут-
ренней поверхности кисты в каждый момент времени совпадает 
с температурой термонесущей жидкости. 

Для определения температуры в любой момент времени 
и в любой точке исследуемой системы воспользуемся одномер-
ным нестационарным уравнением теплопроводности: 

,pi i i
T Tc

x x
∂ ∂ ∂⎡ ⎤ρ = λ⎢ ⎥∂τ ∂ ∂⎣ ⎦

  

а для расчета плотности теплового потока — законом Фурье: 

,i
Tq
x

∂
= λ

∂
 

где iρ  — плотность, iλ  — коэффициент теплопроводности, 

pic  — удельная теплоемкость при постоянном давлении, i = 1 обозначает свойства кисты,  
i = 2 обозначает свойства жировой ткани.  

Предполагаем, что плотность и теплофизические свойства стенки кисты и жировой ткани 
не зависят от температуры. При расчетах не будем также учитывать интенсивность кровотока 
в жировой ткани ввиду его незначительности.  

Начальная температура исследуемого объекта принимается равной нормальной тем-
пературе человеческого тела — 309.6 К (36.6 °С), начальная температура термонесущей жидко-
сти — 0 fT = 297 К (24 °С).  

Граничные условия задаются следующим образом: 
а) температура поверхности кисты 1cT  на границе х = 0 вначале изменяется во времени по 

линейному закону: 

( ) 0
1 0 ,cog f

c f
c

T T
T T

−
τ = + τ

τ
 

а затем, по истечению времени воздействия ,cτ  остается постоянной и равной ;cogT  

б) температура 3cT  на внешней поверхности жировой ткани х = δ1 + δ2 постоянна во време-
ни и равна 309.6 К (36.6 °С), т. е. предполагается, что примыкающие к ней биологические ткани 
снабжены кровотоком; 

в) в месте соприкосновения слоев х = δ1 соблюдается идеальный тепловой контакт. 
Для приближенного решения поставленной краевой задачи теплопроводности применен 

метод конечных разностей. При построении разностного аналога задачи используется интегро-
интерполяционный метод (метод баланса) [Беляев, 1982]. Его преимущество заключается в том, 
что разностные уравнения строятся на основе интегральных соотношений, выражающих закон 
сохранения энергии для каждой элементарной ячейки пространственно-временной сетки, на 
которую разбивается область непрерывного изменения аргументов. Полученная в результате 
таких преобразований система разностных линейных уравнений решается с помощью ЭВМ ме-
тодом прогонки. На каждом временном шаге определяются температуры в узловых точках про-
странственной сетки и плотности тепловых потоков через элементарные ячейки сетки. 

Необходимые для расчетов исходные данные по теплофизическим свойствам термонесу-
щей жидкости и биотканям взяты нами из справочной литературы и представлены в таблице 1. 



С. А. Чернядьев, А. В. Жиляков, В. И. Горбатов и др. 

 ____________________ КОМПЬЮТЕРНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ И МОДЕЛИРОВАНИЕ ____________________  

108 

Таблица 1. Теплофизические свойства биотканей и термонесущей жидкости 

Вид биоткани/жидкости Плотность, кг/м3 Удельная теплоемкость, 
Дж/(кг ⋅ К) 

Коэффициент теплопро-
водности, Вт/(м ⋅ К) 

Фиброзная  1027 2372 0,39 
Жировая 911 2348 0,2 
Вода 1000 4220 0,68 

 
Поскольку в начале расчетов поправочный коэффициент k в формуле (3) неизвестен, то мы 

приняли его равным единице. Это допущение позволяет оценить минимальное время воздейст-
вия τmin, которое соответствует в пределе адиабатическому режиму нагрева термонесущей жид-
кости.  

Результаты расчетов минимального времени воздействия для различных соотношений 
массы воды и мощности лазерного излучения представлены в таблице 2. 

Таблица 2. Минимальное время воздействия, соответствующее различным комбинациям объемов  
термонесущей жидкости (2, 5, 10 мл) и мощности лазерного излучения (2, 5, 10 Вт) 

0 /m fP P m= , Вт/г 0.2 0.4 1 2 2.5 5 

min ,τ  с 960 480 200 100 80 40 
 
На рис. 3 представлены результаты оценки пространственного распределения температуры 

в стенке кисты (3 мм) и окружающей ее жировой ткани (7 мм) для нескольких значений удель-
ной мощности в моменты времени minτ  (см. таблицу 2).  

Видно, что при малых значениях удельной мощности (Pm < 1, кривые 1 и 2) распределение 
температуры в стенке кисты (0 < x < 3 мм) и жировой ткани (3 < x < 10 мм) практически линей-
но. Перепад температур по толщине стенки кисты составляет не более 10 °С. Однако темпера-
тура жировой ткани в месте контакта уже превышают критическую величину 56–58 °С, что 
приведет к необратимым изменениям в жировой ткани. Отсюда следует, что данный режим те-
плового воздействия на термонесущую жидкость нежелателен. 

 

 
Рис. 3. Пространственное распределение (по координате х) температуры t в сечении «киста – жировая 
ткань» в момент времени, когда температура термонесущей жидкости достигнет значения 70 °С при 
различных значениях подводимой удельной мощности: 1 — Pm = 0.2, 2 — Pm = 0.4, 3 — Pm = 1, 
4 — Pm = 2.5, 5 — Pm = 5 (Вт/г) 



 Математическое моделирование теплофизических процессов в стенке кисты Бейкера… 

 ______________________________________ 2018, Т. 10, № 1, С. 103–112 _____________________________________  

109

С увеличением скорости нагрева термонесущей жидкости (Pm > 1, кривые 4 и 5) темпера-
тура в месте контакта и прилежащих областях во всех случаях не превышает 50 °С, т. е. жиро-
вая ткань находится в зоне некритичных температур. В то же время перепад температур по 
толщине кисты таков, что процесс необратимой коагуляции в стенке кисты остается незавер-
шенным. Следовательно, нужно рассмотреть динамику изменения температуры в последующие 
моменты времени. 

На рис. 4 представлены результаты расчета динамики изменения температуры на границе 
«стенка кисты – жировая ткань» для трех значений времени воздействия. Здесь же для сравне-
ния приведена зависимость температуры от времени (кривая 1) для случая, когда во внутрен-
нюю полость кисты сразу же вводится жидкость с начальной температурой, равной .cogT  

 

 
Рис. 4. Динамика изменения температуры t на границе «киста – жировая ткань» для различных времен 
воздействия :cτ  1 — 0 с, 2 — 40 с, 3 — 80 с, 4 — 200 с. Здесь τ — текущее время 

Согласно кинетической модели термодеградации ниже некоторой температуры Ткр ско-
рость накопления разрушений ничтожна, а при Т > Ткр резко возрастает с температурой. Такая 
графическая зависимость влияния температуры и времени нагрева на необратимое разрушение 
биоткани представлена в работе [Шахно, 2012]. Совместный анализ полученных нами зависи-
мостей изменения температуры во времени на границе «киста – жировая ткань» и в области 
температур необратимых изменений в координатах «температура–время» показывает, что все 
режимы нагрева, представленные на рис. 4, удовлетворяют условиям исходной задачи. Дейст-
вительно, изменение температуры от 57 до 58 °С в рассмотренных случаях происходит при-
мерно за 10 секунд. Кроме того, температура в жировой ткани на расстоянии 2–3 мм от места 
контакта с кистой (см. рис. 3) не превышает безопасных 45 °С. 

Однако режим нагрева со временем воздействия 200 секунд оказался наиболее предпочти-
тельным по следующим причинам. Во-первых, в этом режиме наиболее точно выполняется ус-
ловие равномерного нагрева жидкости по всему объему, поскольку, как известно, в небольших 
замкнутых областях конвективный теплообмен затруднен. Во-вторых, наиболее точно выпол-
няется условие равенства температур термонесущей жидкости и поверхности кисты. В-третьих, 
время достижения критических температур в биотканях практически совпадает со временем 
воздействия, которое может быть теоретически оценено по формуле (3) и проконтролировано 
в реальных условиях нагрева. 
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Теперь произведем оценку теплового потока от нагреваемой жидкости через внутреннюю 
поверхность стенки кисты к окружающей ее жировой ткани. В качестве модели полости кисты 
возьмем трехосный эллипсоид с тремя осями a, b и c, исходящими из общего центра, объем 
и площадь поверхности которого определяются соотношениями 

4 ,
3

V abcπ
=  

1

4
3

n n n n n n na b a c b cS
⎛ ⎞+ +

= π⎜ ⎟
⎝ ⎠

, где n = 1.6075. 

Аналогичный способ уже неоднократно применялся в медицинских исследованиях как 
отечественных, так и зарубежных ученых [Sternberg, 2013; Бокерия, 2013].  

Размеры модели полости и площадь ее внутренней поверхности определим исходя из объ-
ема вводимой жидкости и экспериментальных представлений о форме кисты Бейкера. Резуль-
таты расчетов для 3-х заданных объемов вводимой термонесущей жидкости представлены 
в таблице 3. 

Таблица 3. Геометрические параметры модели внутренней полости кисты,  
соответствующие объемам вводимой термонесущей жидкости 

V, см3 2a, см 2b, см 2c, см S, см2 
2 3 1.6 0.8 9.6 
5 4 2 1.2 16.9 

10 5 3 1.3 28.9 
 
На рис. 5 представлены результаты расчетов теплового потока через внутреннюю стенку 

кисты с объемом термонесущей жидкости 2 мл и площадью поверхности 9.6 см2 для 3-х значе-
ний подводимой удельной мощности .mP   

Видно, что во всех случаях тепловой поток за время воздействия возрастает практически 
линейно, а затем быстро убывает до значения ~ 1 Вт. Этот тепловой поток равен минимальной 
мощности лазерного излучения, которую необходимо подводить к термонесущей жидкости по-
сле окончания времени основного воздействия для поддержания постоянной температуры .cogT  

 
Рис. 5. Изменение теплового потока Qτ во времени τ через внутреннюю стенку кисты при различных 
скоростях нагрева термонесущей жидкости до температуры 70 °С: 1 — mP  = 1 Вт/г c(τ = 200 с), 
2 — mP  = 2.5 Вт/г c(τ = 80 с), 3 — mP  = 5 Вт/г c(τ = 40 с) 



 Математическое моделирование теплофизических процессов в стенке кисты Бейкера… 

 ______________________________________ 2018, Т. 10, № 1, С. 103–112 _____________________________________  

111

Расчеты показывают, что средний тепловой поток Q
τ

 в стенку кисты для представлен-

ных на рис. 4 режимов нагрева соответственно равен: 1 — 1.4 Вт, 2 — 2.3 Вт, 3 — 3.1 Вт.  
Понятно, что в реальных условиях одностороннего нагрева для реализации тех же самых 

времен воздействия подводимая мощность лазерного излучения должна быть увеличена на 
данную величину. 

В заключение отметим, что более активное внедрение в хирургическую практику термиче-
ской модификации патологически измененных тканей тормозит отсутствие научного обоснова-
ния выбранного режима нагрева для конкретной ткани и клинической ситуации. Текущие ре-
комендации являются эмпирически подобранными, что значительно снижает эффективность 
процедуры и увеличивает риски нежелательных явлений или даже ятрогений. Параметры ги-
пертермии должны не только обеспечивать достижение целевого эффекта — денатурации тка-
ни-мишени, но и минимизировать побочные эффекты, связанные с перегревом перифокальных 
структур. 

Результаты наших оценок пространственно-временных распределений температуры в сис-
теме «киста – жировая ткань» показывает, что наиболее полно всем требованиям исходной за-
дачи удовлетворяет режим нагрева, в котором время воздействия составляет примерно 200 се-
кунд. Исходя из данной рекомендации, возможно произвести расчет необходимой мощности 
лазерного излучения и объема термонесущей жидкости. 

Таким образом, цель этого теоретического эксперимента с термодинамическими процес-
сами, возникающими при одностороннем равномерном нагреве соединительных тканей кисты 
Бейкера, достигнута. Предложенная математическая модель позволяет рассчитать пространст-
венно-временное распределение температуры в системе «киста – жировая ткань» и оценить не-
обходимые энергетические и экспозиционные параметры при одностороннем тепловом воздей-
ствии на биоткани. 
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